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(Ein9egangen am 25. Mdirz 1922.) 
Das Problem, eine geometrische Flache zu finden, welche die Ge- 
stalt der normalen menschlichen Hornhaut in mSglichst grot~er Aus- 
dehnung m6glichst genau dars~ellt, ist schon vet etlichen Dezennien 
von v. Hdmhol tz  in Angriff genommen worden. Er kam bekanntlich 
zu dem Resulta~, d~13 ein dreiaxiges Ellipsoid die Gestalt der Horn- 
haut am besten darstelle und hut aueh die Fot'meln entwickelt, mit- 
tels deren sich Gr613e und Lage der Axen aus am Lebenden ausge- 
fiihrten Messungen berechnen Imssen. Irides ist die Ubereinstimmung 
zwisehen der tIornhautoberfl~che und dem berechneten Ellipsoid, wie 
namentlich sp~tere Messungen gezeigt haben, doeh nicht so gut, dal3 
nicht Zweifel gehu2ert worden w~ren, ob die gestaltliehen Verh~tltnisse 
der Hornhaut ats~ehlich iiberhaupt mit geniigender Ann~herung dureh 
ein Ellipsoid wiedergegeben werden. Es ist jedoeh, so viel ieh aus 
der Literatur ersehen konnte, nie der Versuch gemacht worden, an 
Stelle eines Ellipsoids eine andere Fl~che zu setzen und sie auf ihre 
Brauchbarkeit zu prfifen, ausgenommen die Kugelfl~,~che, die aber ab- 
solut nieht befriedigen kann. 
Ich will daher im folgenden versuehen~ das Problem von einem 
etwas allgemeinern Standpunkt aus zu betraehten: 
Es sell eine Fl~che gefunden werden, die sieh in einer bestimmten 
Zone der Hornhaut, mSglichst genau und gleiehm~t3ig ansehmiegt. 
Die Frage, was wir unter ~>mSgliehst genau und gleichmSl~ig(, 
verstehen sollen, wollen wit noch often lassen und uns damif~ begnfigen, 
dal3 wir eine ans2hauliche Vorstellung davon haben. 
In der obigen Fassung ist das Problem nun vollkommen unbe- 
stimmt. Zu einer eindeutigen LSsung kommen wir erst dann, wenn 
wir bestimmte Voraussetzungen maehen, denen die Fl~ehe zn geniigen 
hat. Ieh habe nun verschiedene Bedingungen als Ausgangspunkt 
genommen, wodurch ich zu verschiedenen Fl~chen gekommen bin, 
yon denen ich einige kurz erw~hnen will, um dann diejenige L6sung 
etwas genauer zu besprechen, die mir, wenn auch noah nicht ideal, so 
doch immerhin beachtenswert erscheint. 
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Der erste Versuch ging aus yon der Annahme, daft das Volumen 
der Vorderkammer konstaDt sei. Es sotlte dann diejenige Fl~che ge- 
funden werden, die bei gegebener, konstanter Grundfl~che und kon- 
stantem Volumen die kleinste Oberfliiehe elgab. Um mSgliehst ein- 
faehe Verh'Xltnisse zu erhalten, wurde dabei vorerst yon der Ungleieh- 
heit der beiden Hauptmeridiane abgesehen und die Hornhaut als 
Rotationsfl~cbe betraehtet. Als Basis wurde, ebenfalls yon den tat- 
s~ehliehen Verhi~ltnissen abweichend, eine Ebene gew~hlt, die normal 
zur optischen Axe liegt, deren genauere Lage (Entfernung vom Scheitel 
der Fl~ehe) noeh unbestimmt gelassen wurde. So vereinfacht lauteto 
das Problem dann: Es sollen diejenigen ebenen Kurven gefunden 
werden, die durch 2 Punkte gehen und bei ibrer Rotation um eine 
gegebene Axe ein gegebenes Volumen mit der kleinst mSgliehen 
Oberfl~che umsehlieften. Von den beiden Punkten ist der eh~e lest 
gegeben, der andere nut der Bedingung unterwo~ien, auf der Rotations- 
axe zu liegen. 
Das ist ein Problem, das die Variationsreehnung ohne Sehwierig- 
keiten 15st. Man kommt auf die Fl~ehen kostanter mittlerer Kriim- 
mung. Die Meridiankurven sind im allgemeinen Fall gewisse Roll- 
kurven, die unter besonderen Umsti~nden, d. h. wenn die erste 
Integrationskonstante gl ich Null ist, in Kreise iibergehen. Die Roll- 
kurven lassen sich" den Verhi~ltnissen der Hornhaut nicht anpassen. 
Was den Kreis, bzw. die Kugeltiache betrifft, so ist er als Ni~herung 
ungeniigend, liefert abet dutch eine, bzw. zwei affine Transformationen" 
ein Rotations- bzw. dreiaxiges Ellipsoid, d. h. die L6sung, die his 
jetzt bekannt ist. 
Auch die Einfiihrung einer weiteren Bedingung, der die Minimal- 
flaehe zu geniigen hi~tte, tieferte kein brauchbares Resultat, da die 
erhaltenen Kurven zu kompliziert waren. Die Gestalt eines hi~ngenden 
Tropfens schien mlr mit der Oberfli~ehe der normalen Hornhaut und 
auch mit gewissen pathologisehen Formen (Keratokonus) eine so grofte 
Ahnliehkeit zu haben, dab ieh versuehte auf Grund der Kapillarit~ts- 
tbeorie die Gleiehung einer solchen Oberflaehe zu bestimmen. Die 
erhaltenen Gleiehungen waren aber zu kompliziert, so daft ieh das 
Problem auf einem anderen Wege in Angriff nahm. 
Den Ausgangspunkt bildete d ie  Tatsaehe, daft dis Kriimmung der 
Hornhaut veto Seheit~l ans naeh allen Riehtungen hin zuerst sehr 
langsam, dann immer starker abnimmt, wobei die zentrale Zone sieh 
nur sehr wenig yon einem Kreise unterseheidet. Die gesuehte 
(Meridian-) Kurve muB also neben der Symme~rie vor allem diese 
Eigenschaft aufweisen. Beziehen wir die Kurve auf die Symmetrieaxe 
als y-Axe und die Tangente im Scheitel als x-Axe, so stellt sich die 
Bedingung z. B. in folgender Form dar 
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we @ der Kriimmungsradius im Punkte (x, y), eo der Kriimmungsradius 
im Scheitel ist; I( ) bedeutet eine vorerst noeh unbestimm~e Funktion 
einer unbestimmten Veranderlichen. Wir werden beide so bestimmen, 
dab sic den oben erwahnten Bedingungen geniigen. Aul~erdem soil 
.die Differentialgleichung mSglichst einfach werden. Als' Veriinderliche 
w~hlen wit dabei zweckm•13ig eine GrSfie, die leieht mit hinreichender 
Genauigkeit zu messen ist. ])as ist der Winkel e fder  Normalen mit 
der y-Axe, der gleieh dem l¥inkel der Tangente mit der x-Axe ist. 
Diesen Bedingungen geniigt die Gleichung 
~O 
, o - -  
COS q) 
bzw die Differentialgleichung 2.0rdnung 
3 
(1 + y'~)z 
y,, - -  eo (1 + y,2)~ 
1 + y'a ~ ,ooy". 
Setzt man noch y' ~ p, so hat man 
1 -bp  ~ ~-~ Qop" 
dp dx 
i + p2 O~o 
X 
arc tgp~- -  -+C1.  
@o 
Fiir x ~- 0, ist p -~- 0, daher CI ~ 0. 
Setzt man fiir p wieder don Wert y', bzw. dy/dx ,  so erhi~lt man 
dy  x 
dx ~- tg eo 
X .dx .  
Bezeichnet man den n~tfirlichen Logarithmus mi~ ln, so ha~ man 
X 
y -~ - -  @oln cos - -  + C~ 
@o 
C~ ist Null, da ffir x ~--- 0, y -~ 0 ist. Man hal also sehlieBlioh 
x 
y ----- - -  @oln cos - -  
¢0 
]:)as ist die Gleichung einer Kettenlinie gleicheu Widerstandea 
(K. g.W.). Unter einer Kettenlinie versteht man die Kurve, die ein 
voUkommen biegsamer, homogener und unausdehnbarer Faden unter 
der Einwirkung der Schwere bildeL wenn er an 2 Punkten befestigt 
wird. Ist der Quersehnitt des Fadens so, d~B er an jedem Punkte 
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proportional der dort herrschenden Spannung ist, also dem Zerrefl]en 
infolge der Schwere an jedem Punkte gleichen Widerstand leistet, so 
dab die Wahrscheinlichkeit des Zerrei6ens fiir jeden Punkt gleich ist, 
so bildet der :Faden unter den oben erw~hnten Bedingungen eine 
K. g.W. Bei der Kettenlinie ist die Spannung am grSl]ten an der 
Basis, am kleinsten am Scheitel. Der raden mul~ also bei der K .g .W.  
an der Basis am dicksten, am Scheitel am dfinnsten sein. Das ist 
auch bei einem 0beriii~chenstreifen der Hornhaut der Fall, den wir 
uns durch 2 sehr nahe aneinanderliegende M ridiane aus der Fli~che 
herausgesehnitten denken kSnnen, da die Hornhaut bekanntlich an 
der Basis merklich dicker ist, als an der Kuppe. 
Wir gehen wohl nicht fehl, wenn wir in dieser Eigenschaft der 
Hornhaut nichts Zuf~lliges vermuten, sondern den Ausdruck einer Be- 
anspruchung auf Zug, die an der Basis am grS~ten, an der Kfippe 
am kleinsten ist, so dal~ also die Hornhaut ein (elastisches)GewSlbe 
darstellen wiirde, das dem Zerrefl]en an allen Punkten denselben 
Widerstand darbieten wfirde. Auch die Anordnung der elastischert 
~asern in der Richtung der Meridiane entspricht diesem Umstande. 
Die vergleiehende Forschung an den Augen aller Klassen in Luft 
lebender Wirbeltiere wfirde die kausale Deutung der Hornhautgestalt 
sehr fSrdern kSnnen. 
Eigentlich mfil~te man a priori erwarten, dal~ fiir die Hornhaut nicht 
nur eine Form in Betracht kommt~ die in optischer Hinsicht mSglichst 
giinstig ist, sondern dal3 auch noch gewissen Anforderungen an die 
mechanische Beanspruchung, vor allem wohl betreffs der Zugfestigkeit 
so gut als m6glich Rechnung getragen wird. In dieser Hinsieht ist 
nun eine rli~ehe wie die von uns gefundene ntsehieden giinstiger, als 
eine MinimMfli~che, wie wir sie zuerst gesucht hatten, denn eine Ver- 
biegung der Fli~che, wie sie wi~hrend es Lebens infolge yon kleineren und 
gr6Beren Gowalteinwirkungen hi~ufig ist, wiire bei einer Minimalfl~cho 
ungilnstig, da sehr leicht die Elastizit~t der Hornhaut iiberschritten 
werden kiinnte, wenn der Inhalt der Vorderkammer nicht geniigend 
rasch nach hinten ausweichen k~innte. Auch Betrachtungen fiber die 
Genese der I-Iornhaut lassen es als sehr wahrscheinlich erscheinen, dal~ 
sie sich unter der Einwirkung yon Spannungskri~ften gebildet habe. 
Bevor wlr die Brauchbarkeit unserer Hypothese an einem durch- 
gerechneten Beispiel zeigen, wollen wir einige Eigensehaften der K. g. W. 
betrachten. Ist s die Li~nge des Bogens vom Scheitelpunkte an ge- 
rechnet, so ist die ~)natiirliehe Gleichung<~ der Kurve, wenn q und Qo 
die gleiehe Bedeutung haben, wie oben: 
q _~_ Q2 °. e"° --~-- e ~,o =Qo~oi~ 
eo 
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Der Kriimmungsradius i t also gleich dem hyperbolisehen Cosinus 
(Eoi ~ cosinus hyperbolic.) des Quotienten aus Bogenl~nge und Kriim- 
mungsradius am Scheitel. Vergleichen wit die Krfimmung der K. g. W. 
fiir kleine Bogenl~ngen mit der eines Kreises, der die Kurve im 
Scheitel beriihrt (Kriimmungskreis), so haben wir 
Qo( 8 ~ - - s "  ) 
2 -~- 2 2!¢o-----~ 4- 2 ~ -~- . . . .  eo 
q --  qo ---~ qo -~- 4!qo + -~- "'" • 
Ist die Bogenl~nge dem Kriimmungsradius gegeniiber klein, so da[3 
wir die Glieder yon 4. und hSherer Ordnung vernachl~sslgen kSnnen, 
so hat man 
8 2 
¢ -- ~o - -  2 qo" 
,_2L Der begangene Fehler e ist dabei ann~hernd 4!Qo ~ oder genauer 
Nehmen wir z. B. fiir die optisehc Zone der Hornhaut einen Durch- 
messer yon 4 mm l~ngs eines Meridians gemessen und qo ~- 8 ram, 
so betragt tier Unterschied gegeniiber dem Kreis bzw. der Kugelfl:~iche 
an der Peripherie dieser Zone zirka 0,0028 ram, also nieht einmal 
3 ~t, wahrend er innerhalb der optischen Zone noch kleiner ist. Ent- 
wickelt man in der auf 2 senkrechte Axen bezogenen Gleichung der 
Kurve den cos und In in unendliehe Reihen, bei denen die Glieder 
yon der 4. Ordnung ab vernachlassigt werden, so erh~lt man 
X 2 
y ~ qo ¢° ~ 
x ~ --~ ,Ooy. 
Das ist eine Parabel, die sich in der Umgebung des Scheitels der 
Kurve sehr eng anschmiegt. 
Da die I-Iornhaut keine Rotationsfliiche ist, wird man statt der 
durch Rotation der K. g. W. erzeugten Fl~ehe besser eine durch affine 
Transformation daraus hervorgegangene wi~hlen. Wir legen dabei die 
xy-Ebene so, dab sie mit der Tangentialebene an den Scheitel der 
Fli~che zusammenfiillt; dann ist die positive z-Axe die Axe der Fli~che. 
Die x- bzw. y-Axe sollen die Meridiane schwi~chster, bzw. sti~rkster 
Kri immung beriihren, deren Kriimmungsra£lien a, bzw. b seien (a ~ b). 
Um eine miiglichst einfache Gleichung fiir die Fl~che zu erhalten, ist 
es besser, an Stelle der Cartesischen die Polarkoordinaten o undef  zu 
15" 
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w~hlen unter Beibehaltung yon z. Der Pol soll dabei mit dem Null- 
punkt, die Polaraxe rait der oben def inierten-~ x-Axe zusammen- 
fallen. Denkt man sich aul3erdem noch die Ellipse gezeichnet, deren 
Axen (a und b) mit der x- und y-Axe zusammenfallen, wobei r der zur 
Anomalie <f gehSrige Halbmesser der Ellipse ist, so lautet die 
Gleichung der Fliiche 
Z ~ ~ r l~  COS ~ 
WO 
aeb ° . b e 
r ~' 
a" sin 2 ~f -~- b 2 cos ~ cf - -  1 --  ~2 cos 2 ~ 
Da im allgemeinen weder der horizontale noeh der vertikale 
Meridian der Hornhaut dutch den Scheitel gehen, auch ihre Rich- 
tungen nicht parallel zu den Hauptmeridianen sind, kSnnen wit streng- 
genommen die obigen Gleichungen der Meridiankurven der l~lKche nieht 
als ffir den horizontalen und vertikalen Meridian gfiltig betrachten, 
da wit den Scheitel der Fl~che mit dem Scheitel der Hornhaut zusammen- 
fallen lassen wollen. In erster Ann~herung kann man sich abet damit 
begniigen, dab man die Symmetrieaxe nicht dutch den Sehnittpunkt 
der beiden Meridiane gehen l~13t, sondern sie auf jedem Meridian in 
passender Weise verschiebt. An die Stelle des Winkels <f tritt dann 
der um den konstanten Betrag ---+ ~oo vermehrte Winkel (if ~ if o). 
Als Grundlage fiir die Berechnung habe ieh die Gul ts t rand 'schen 
Messungen an einer ~>typisch normalen I-Iornhaut(~ gew~blt, die in 
Helmholtz 's  Handbueh der physiol. Optik, 3. Anti., Band I S. 268 If. 
angegeben sind. Gul lstrand hat nieht die aus den Messungen erhal- 
tenen Krfimmungsradien der betr. 1-Iornhautelemente g w~hlt, sondern 
die aus diesen berechneten Dioptrienwerte. Die Umrechnung esehah 
nach der Eormel 
D - -  1000(n ~ 1) n ~ 1,3375. 
I)a naeh der Definition der reziproke Wert. des ]{riimmungsradius 
einer Kurve als ~)Kriimmung(~ der Kurve in dem betr. Punks be- 
zeichnet wird, so sind die Gul ls t rand'schen Werte den Krfimmungen 
proportionM. Wit werden also, um die Umrechnung zu ersparen, 
bei unserer Kurve ebenfalls die entsprechenden, der Kri immung 
proportionalen Werte berechnen. ~Tir finden so 
Qo 
cos (~ ~ ~o) 
1 1 
. . . . . .  cos (~ ~ ~o) 
Q ~o 
D~Docos@ ~o) .  
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D ist fiir verschiedene Werte yon ¢f bekannt. Wir k6nnen also 
nach der Methode der kleinsten Quadrate aus den Werten fiir D die 
Werte yon Do und ~o berechnen, aus denen wir dann zur Pr/ifung 
der Brauchbarkeit unserer Annahme die ausgegliehenen Werte yon 
D bereehnen kSnnen. Man wird dabei zu etwas verschiedenen Werten 
yon Do und ere kommen je na~h der GrSl3e der Zone, fiir die wir die 
Ausgleichung vornehmen. 
Da nach der Angabe Gulletrands die D-Werte seiner Tabelle nur 
N~herungswerte §ind, hat es keinen Zweek, die sehr miihsame Aus- 
gleichung an diesen Werten vorzunehmen. Es geniigt, wenn man 
gute N~herungswerte finder. Die Berechnung solcher ~N~herungswerte 
ist ja an und filr sich ffir die weitere Ausfiihrung der Rechnung nStig, 
so dab damit schon der erste Schritt fiir eine evtl. weitergehende Aus- 
gleiehung gemacht ist. Ieh habe aus diesem Grunde auch auf grSl3ere 
Genauigkeit verziehtet und die Berechnung mit dem Rechenschieber 
durchgefiihrt (DViersteUen((-Rechenschieber, Syst. Busse). Der Fehler 
betr~gt im allgemeinen icht mehr als 0,05 Dioptrien, also eine Iiir 
die in Betracht kommende Genauigkeit genfigende N~iherung. 
Die Resultate sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt, die
wohl keiner weiteren Erlhuterung bedarf. Der Scheitel der K. g. W. 
liegt ffir den vertikalen Meridian 4 ° 16' nach unten, fiir den horizon- 
talen Meridian 4 ° 50' temporalw~rts. 
~p 
38 ° 56' 
34 ° 4' 
29 ° 14' 
24 ° 25, 
19 ° 33' 
14 ° 37 r 
9 ° 41' 
4 ° 50' 
0 o 0 ~ 
4 ° 50' 
90 41' 
14 ° 37' 
19 ° 33' 
24 ° 25' 
29 ° 14' 
34 ~ 4' 
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Die/.~bereinstimmung ist zwar nicht gerade ideal, aber auch nieht 
schlecht zu nennen. Bei der Beurteilung ist aui das frfiher hervor- 
gehobene Moment Rficksicht zn nehmen, d. h. es mfil3ten start des 
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horizontalen und vertikalen Meridians die beiden Hauptmeridiane d r 
Kurve gew~hlt werden. Der Verlauf der Werte ist abet an sich so 
unregelmal3ig, dab es fraglich ist, ob iiberhaupt eine gesetzm~Big 
formulierbare Kurve eine viel weitergehende Ann~herung ibt. Es 
w~re speziell yon Interesse, die Werte mit denen zu vergleichen, die 
man aus der Annahme eines Ellipsoids ableitet. Dabei w~re in Be- 
tracht zu ziehen, daB, falls es sich bei der Hornhaut nicht um eine 
aus der K. g. W. hervorgegangene Fl~che handelt, das Ellipsoid eine 
bessere Ann~herung eben mfiBte, da ja ein Kegelsehnitt mit einer 
Kurve im allgemeinen eine Beriihrung yon mindestens vierter Ord- 
nung hat. Ein gleich gutes Passen der K. g. W. w/irde also, abge- 
sehen yon der grSi~eren Einfachheit, schon an und fiir sieh zugunsten 
der K. g. W. sprechen. Die gro~e Einfaehheit des Ausdruckes flit 
den Kriimmungsradius besteht allerdings nur flit Sehnitte, die dutch 
den Seheitel der Flache gehen, wt~hrend er Ausd~ack flit den Kriim- 
mungsradius an einer beliebigen Stelle eines beliebigen ebenen Schnittes 
komplizierter ist. In dieser Hinsicht ist das Ellipsoid einfaeher, da 
alle ebenen Schnitte Ellipsen sind. Es w~re gut mSglich, dal~ die 
relativ groBen Abweichungen der empirisehen Werte yon den theore- 
tisehen in der zentralen Zone davon herrfihren, dab gerade deft sieh 
die Abweichung starker bemerkbar machte. AufschluB dariiber kSnnte 
nur eine diesbeziigliche mathematische Untersuchung geben, die bier zu 
welt fiihren wiirde und einer sp~teren Publikation vorbehalten bleiben 
sell Einfacher w~re allerdings, wenn man an Stelle der traditionellen 
Messung des horizontalen und vertikalen Meridians die beiden Haupt- 
meridiane in geniigend vielen Punkten n~t. der nStigen Genauigkeit 
ausmessen wiirde. 
Rein mathematisch ist noeh zu bemerken, dab man durch ttinzu- 
nahme eines weiteren Parameters eine allgemeinere Kettenlinie r- 
halten wiirde, die sich den Beobachtungen noch genauer ansehliel~en 
wiirde als die gewShnliche K. g. W., die wir als Beispiel gew~hlt haben. 
Auch kbnnten noch andere, verwandte Kurven in Betracht kommen, 
die auizuz~hlen keinen Zweek hii~te. 
])as Problem, die Gestalt der Hornhautoberflitche aus bestimmten 
physikalischen Voraussetzungen abzuleiten, ist natiirlich nut ein Tell 
des allgemeineren Problems der Bestimmung der Gestalt des ganzen 
Augapfels unter Voraussetzung bestimmter physikaliseher Bedingungen. 
I)a aber einerseits dieses Problem viel schwierigor ist, andererseits der 
vordere Bulbusabschnitt doch eine gewisse mechanische und icht nur 
physiologische Selbst~ndigkeit aufweist, lag es nahe, vorerst das engere 
Problem zu behandeln, wobei dann eine geniigende Ubereinstimmung 
der berechneten mit den empirischen Werten auch Ms Best~tigung 
der Zul~ssigkeit der gemachten Annahme aufgefaBt werden kann. 
Zur Frage der geometrisehen Gestalt der normalen Hornhautoberfl~che. 231 
Zusammenfassung. 
Es wh'd der Versuch gemacht, an Stelle der bis jetzt iiblichen An- 
gleichung der Hornhautoberfl~che an ein dreiaxiges Ellipsoid eine 
andere zu w~hlen. 
In Betracht kommt vor allem eine yon der *>Kettenlinie gleichen 
Widerstandes(~ abgeleitete Oberflache, die nicht nur rein geometriseh 
mit der Hornhaut genfigend iibereinstimm~, sondern aueh vom ent- 
wieklungsmechanischen Standpunkt aus plausibel erscheint. 
